Massimi e minimi vincolati:
esercilzi svolti

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficoltd mag-

giore.

Esercizio 1. Determinare i punti di massimo e minimo locali e assoluti delle seguenti

funzioni di due variabili sugli insiemi specificati:

a) flz,y) =x+vy, M:{(:c,y)ERQ: x2—|—y2:1}

(@, 72) punto di massimo assoluto,

V2

(—7, —@) punto di minimo assoluto

b) fa,y) =22+ +y2 =1, M={(z,y) eR*: 2®+y* =9}

(0, £3) punti di massimo assoluto, ]

(£3,0) punti di minimo assoluto

o) flay) =2+, M={(z,y) eR®: (z-1)*+(y—2)?*-20=0}

[ (3,6) punto di massimo assoluto, ]

(—1,—2) punto di minimo assoluto

d) f(z,y) = xy, M:{(x,y)ERQ: x2+y2+xy—120}

[ ( i) (—— ——) punti di massimo assoluto, }
(-1

3
(1,-1), ,1) punti di minimo assoluto
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*e) f(x,y) :x4+y4—8(x2+y2) M = {(:U,y) eR?: 22 +4°< 9}

(0,0) punto di massimo locale,
(0,£3), (£3,0) punti di massimo assoluto,

(£2, £2) punti di minimo assoluto

f) flwy)=22+y" —= MZ{(m,y)eRzz x2—|—y2§1}

(1,0) punto di massimo locale,

(—1,0) punto di massimo assoluto,

(%, 0) punto di minimo assoluto

9) f(z,y) =322 + 4y? — 62 — 12 M:{(x,y) e R?: x2+y2—4§0}

l (—2,0) punto di massimo assoluto, ]

(1,0) punto di minimo assoluto

*h) f(x,y) =" M:{(x,y)€R2: x2—1§y§3}

—g, —%) punto di massimo locale,

(
(ﬁ

2, —%) punto di minimo locale,

(2,3) punto di massimo assoluto,
(

—2,3) punto di minimo assoluto

Svolgimento

a) La funzione f(z,y) =x +y & di classe C* su R2. L’insieme
M = {(:U,y) eR?: 22442 = 1}
e compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo
su M.

Essendo f di classe C*° e M una varieta di dimensione 1 in R?, allora i punti di
estremo su M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati. Procediamo con il
metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y) = 22 + y? — 1, consideriamo

la funzione

L(x,y,\) = f(z,y) — \g(x,y) ::c+y—)\(a:2+y2—1).
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159

Fig. 1: L’insieme M.

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z,y, A) tali che VL(z,y,A) = 0.

Si ha che or
oy By A) =1-2x
oL
- A)=1-2\
ay (%% ) Y
oL _ ) )
a(x,y,k) =— (x + 9% — 1).
Quindi
VL(z,y,A) =0 <= <(2\y=1 — Jy=%
224y =1 5= ﬂ:%
Si ottengono quindi i punti stazionari ( 5 22, ?) e ( @7 _@) di £
Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono <§, 22> e ( g’ _g) Es

sendo

V2 V2 V2 V2
f <272> == ﬁ, f <_2 _2> —\@7

si ha che (*2[, \{) ¢ il punto di massimo assoluto di f su M e <—§, —@) e il

punto di minimo assoluto di f su M.

b) La funzione f(z,y) = /22 + 42 + 9% — 1 & di classe C™ su R?. L’insieme M =
{(m,y) eR?: 22442 = 9} ¢ compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f
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ammette massimo e minimo su M.

Fig. 2: L’insieme M.

Per ogni (z,y) € M si ha 22 = 9 — y2. Posto ¢ = fiar, siha che 1 [-3,3] — R
¢ definita da ¢(y) = f(z(y),y) = y*> + 2. Quindi per ogni -3 < y < 3 si ha
2 < ¢(y) < 11, piu precisamente

min ¢ p(0),  maxy p(£3),

ossia

mjvi[nf:2:f(:|:3,0), mﬁxlelzf((),:l:?)).

Ne segue che (£3,0) sono punti di minimo assoluto per f su M e (0,+£3) sono

punti di massimo assoluto per f su M.

La funzione f(z,y) = 22 + 32 ¢ di classe C* su R?. L’insieme
M={(zy) eR*: (-1 +(y—2)2-20=0}
e compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo

su M.

. . N . . . . 2 . . .
Essendo f di classe C*° e M una varieta di dimensione 1 in R”, allora i punti di
estremo su M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati. Procediamo con il

metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y) = (z — 1)? + (y — 2)? — 20,
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Fig. 3: L’insieme M.

consideriamo la funzione
»C(Sﬂ,y,)\) = f(xay) - )\g(fC,y) :ZE2 +y2 - A |:(:C7 1)2+ (yi 2)2 720} .

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z,y,A) tali che VL(z,y,A) = 0.
Si ha che

oL

%(ﬂs,y, A) =2z —2\(x —1)

oL

- =2y —2 -2

oy DY N =2 =2y -2)

oL B ) )

Quindi
2(l—X) ==\ = ﬁ
VL(z,y,A\) =0 <= < y(l-2))=-A = {y=2

(@—1)2+(y—2)2 =20 A=1.8,

Si ottengono quindi i punti stazionari (—1, -2, %) e (3, 6, %) di £. Quindi i punti

stazionari vincolati di f su M sono (—1,—2) e (3,6). Essendo
f(=1,-2) =5, f(3,6) =45,

si ha che (3,6) ¢ il punto di massimo assoluto di f su M e (—1,—2) & il punto di

minimo assoluto di f su M.
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d) La funzione f(z,y) = xy & di classe C™ su R2. L’insieme
M = {(m,y) eR*: 224+ +ay—1 :O}
¢ compatto. Infatti, ¢ chiuso in quanto complementare di
{(m,y) eR?: 22+ +ay—1 >0}U{(ﬂ:,y) eR?: 22+ +ay—1 <0}

che ¢ aperto in quanto unione di due aperti. Inoltre ¢ anche limitato. Infatti, se
non lo fosse, allora esisterebbero in M punti (x,y) con |z| o |y| arbitrariamente

grande. Ma se (z,y) € M, allora 22 + y? = 1 — xy. Quindi

lz]o |y = +o0 = 2*+y® - +oo = Yy — —00 con zy ~ —(x? +y?).

2

Ne segue che deve essere y ~ —x, cioe —x2 ~ xy ~ —222 per |z| — +o0: assurdo.

In modo del tutto equivalente, si osserva che la curva 22 + 32> + a2y — 1 = 0 &

I’equazione di un’ellisse reale. Infatti, la matrice associata al polinomio g(x,y) =

2 4+ y? + 2y — 1 e la matrice dei termini di secondo grado del polinomio g sono
rispettivamente
0

1 11
0 -1 2

Si ha che det A = 2, tr(A) =2 e det B = —3 # 0. Essendo det A > 0 e tr(A) -

S ol

det B < 0, si ha che la conica g(z,y) = 0 & un’ellisse reale.

Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo su M. Essendo
. . N . . . . 2 . . .

f di classe C*° e M una varieta di dimensione 1 in R*, allora i punti di estremo

su M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati. Procediamo con il metodo dei

moltiplicatori di Lagrange. Consideriamo la funzione

L(z,y,\) = f(z,y) — Ag(x,y) :a:y—)\(x2+y2+xy— 1).

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z,y, A) tali che VL(z,y, ) = 0.

Si ha che
oL

oL
oL
3 (@A) =~ (fﬂQ +y? +ay— 1)-
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Quindi
y(1—=X) =2z (y—z)1+X) =0

VL(z,y,N) =0 <= <{zl-N)=2y <+ z(1-\)=2y
22+ +ay=1 T
I punti stazionari di £ sono (1,~1,-1), (~1,1,-1), (%, %3

3 s
di £. Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono (1, —1),

(—@, —Q) . Essendo

N ) R O

si ha che (@, ?) e (—?, —?) sono punti di massimo assoluto di f su M e

(1,—1) e (—1,1) sono punti di minimo assoluto di f su M.
*¢) La funzione f(z,y) = 2* +y* — 8 (22 + y?) ¢ di classe C™ su R2. L’insieme M =
{(az, y) € R?: 22442 < 9} e compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f

ammette massimo e minimo su M.

-4

Fig. 4: L’insieme M. In azzurro int(M) e in blu OM.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(m,y) eR*: 22 +4% < 9}.

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (x,y) € int(M) tali che V f(z,y) = 0. Si ha che

of

of
D (z,y) = 4x° — 16z, 3y (z,y) = 4y” — 16y.



Massimi e minimi vincolati: esercizi svolti

Quindi i punti stazionari di f in int(M) sono: (0,0), (0, £2), (£2,0), (£2,+2). Per
stabilire se sono di massimo, di minimo o di sella, calcoliamo la matrice Hessiana

di f in questi punti. Si ha che

02 02
87{(9;,?;) = 1222 — 16, ay";(aj,y) = 12¢% — 16,

0% f
0xdy

(z,y) = 0.

Quindi la matrice Hessiana di f in (x,y) ¢

o) 1222 — 16 0
r,y) = :
d 0 12y% — 16

Ne segue che

H(0,0) = (56 —26) = (0,0) & un punto di massimo locale per f su M;

H(0,£2) = <_016 302> = (0,42) sono punti di sella per f su M;

Hp(£2,0) = (302 —26) = (£2,0) sono punti di sella per f su M;

32 0
0 32

Il massimo locale ¢ f(0,0) = 0 e il minimo locale ¢ f(£2,+2) = —32.

Hy(£2,£2) = ( ) = (£2,+2) sono punti di minimo locale per f su M.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
oM = {(:L“,y) eR?: 22442 :9}.

Essendo f di classe C*° e M una varieta di dimensione 1 in R?, allora i punti di
estremo su M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati. Procediamo con il
metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y) = 22 + y? — 9, consideriamo

la funzione
L(x,y,)) = fla,y) = Agla,y) = o' + 3" =8 (2 +97) = A (a2 +47 - 9).

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z,y, A) tali che VL(z,y, ) = 0.
Si ha che

gi (z,y,\) = 42> — 162 — 2\z
gj (z,9, ) = 4y° — 16y — 2)y

oL

oA

(x,y,\) = — (a:2+y2—9).



Massimi e minimi vincolati: esercizi svolti 9

Quindi
27 (222 —8—2) =0

VL(z,y,\) =0 <= 2y (24> —8—X) =0
22 +y?=09.
I punti stazionari di £ sono (0, +3,10), (3,0, 10), (ig\/i,ig\/i, 1). Quindi i
punti stazionari vincolati di f su M sono (0,£3), (£3,0), (i%ﬂ,i%ﬁ). Es-
sendo

F(0,£3) = £(3,0) =9 > 0 = f(0,0),

3 3 63
f (iQ\/ﬁ,iQ\/ﬁ> =—5 > —32 = f(¥2,+2),

si ha che (0,£3) e (£3,0) sono punti di massimo assoluto per f su M, mentre

(2, £2) sono punti di minimo assoluto per f su M.

Inoltre i punti (:i:%ﬂ, :l:%ﬁ) sono di minimo assoluto per f su OM. Resta da
stabilire se (i%\/?, i%ﬁ) sono punti di minimo locale per f su M. Facciamo
uno studio locale di f in un intorno di questi punti. Consideriamo per esempio il
punto (%ﬂ, % 2). Se esiste un intorno I di questo punto in cui

e - 1 (Ve 2va) =t it s () + &

¢ sempre > 0 o < 0 per ogni (x,y) € I N M, allora il punto (%ﬁ, % 2) ¢ rispet-
tivamente di minimo o di massimo locale per f su M. Se invece per ogni intorno
I di questo punto si ha che in I N M la differenza f(z,y) — f (%\/5, % 2) cambia
segno, allora questo punto non ¢ né di massimo né di minimo per f su M.
Sappiamo gia che (%ﬂ,% 2) ¢ un punto di minimo (assoluto) per f su dM.
Quindi detto I un intorno di questo punto, per ogni (z,y) € I N OM si ha che

f(f&@—f(ix@iﬁ) =x4+y4—8(m2+y2)+% > 0.

Proviamo se per ogni intorno I di (%\/5,% 2) esistono punti (z,y) € I Nint(M)
tali che
3 3 63
f(fv,y)—f(\f,\/§ =zt yt =8 (2 +47) + = <0,
2 2 2
Sappiamo che il punto (2,2) ¢ di minimo assoluto per f su M. Consideriamo i
punti (z,y) appartenenti al segmento di estremi (2,2) e (%\/5, % 2). Proviamo se

in ogni intorno I di (%\/i, % 2) esistono punti (x,y) di questo segmento tali che

f(%@—f@x@iﬂ) =x4+y4—8($2+y2)+% <0.
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Fig. 5: L’insieme M e l'intorno [ di (%\/57 %\/5)

Scriviamo la funzione f in coordinate polari. Quindi, posto

{3: = pcost,

p=0,0<9 < 2m,
y = psind,

si ha che
f(p,9) = f(z,y) =2 +y* -8 (3:2 + y2> =p (cos419 + sin* 19) —8p?

eM={(w,y)ER2: x2+y2§9}={(p,19)6R2: O§p§3,0§19§277}.

I punti del segmento di estremi (2,2) e (%\/5, % 2) sono i punti (p,9) con 2v/2 <
p<3ed=7%. Sihache

f(:v,y)—f@\/i,g\/i) =f(p,z9)—f<g\/§,g\/§> - %p4—8p2+62—3,

Quindi
Flp,9) — f (g\/i g\/i) <0

se e solo se

P —16p2+63 <0 <= <p2—8)2<1 — ‘p2—8‘<1<:>\/7<p<3.

Poiche in ogni intorno I di (%\/5,% 2) ci sono punti (z,y) = (pcos¥, psind) con
Vi<p<3ed= 7> ne segue che il punto (%\/ﬁ,% 2) non € né di massimo né
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Fig. 6: Particolare del segmento di estremi (2,2) e (%\@, %\/5)

di minimo per f su M. In modo del tutto analogo si dimostra che anche i punti

(%ﬂ, —%ﬂ) (:i:%ﬂ, % 2) non sono né di massimo né di minimo per f su M.

In conclusione si ha che i punti (0, £3) e (+3,0) sono di massimo assoluto per f
su M, il punto (0,0) & di massimo locale per f su M e i punti (+2,+2) sono di

minimo assoluto per f su M.

f) La funzione f(z,y) = 222 + y?> — x & di classe O su R?  Linsieme M =
{(fv,y) eR?: 22442 < 1} ¢ compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass

f ammette massimo e minimo su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(x,y) eR*: 224+4%< 1}.

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (x,y) € int(M) tali che Vf(x,y) = 0. Si ha che

Of (0 ) — d — O (=
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-1.5°

Fig. 7: L’insieme M. In azzurro int(M) e in blu OM.

Quindi l'unico punto stazionario di f in int(M) & (%,O). Per stabilire se ¢ di

massimo, di minimo o di sella, calcoliamo la matrice Hessiana di f in questo punto.

Si ha che

o f *f 0 f
ﬁ(%y)—‘h @(way)_27 m(%y)—o'

Quindi la matrice Hessiana di f in (i, O) e

1 4 0
m(30)= (o o)

Ne segue che (i, 0) € un punto di minimo locale per f su M e il minimo locale ¢
Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in

oM = {(a:,y) eR?: 22442 = 1}.
Per ogni (x,y) € OM si ha che 2 = 1 —22. Posto ¢ = flonm sihache ¢ : [-1,1] —
R & definta da

p(z) = fla,y(z) =2° —x + 1.

I punti di estremo di f su dM sono i punti (z,y(x)) con = di estremo per .

Essendo ¢ di classe C*° sull’intervallo chiuso e limitato [—1,1], i suoi punti di

estremo vanno cercati tra i punti stazionari e gli estremi dell’intervallo [—1,1]. Si
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ha che ¢/(z) = 2z — 1. Quindi ¢'(z) = 0 se e solo se = 1 e ¢/(z) > 0 se e solo se
% < x < 1. Ne segue che z = % e un punto di minimo per ¢. Inoltre z = £1 sono
punti di massimo locale per ¢. Piu precisamente, essendo ¢(—1) =3 e (1) =1,
si ha che £ = —1 & un punto di massimo assoluto per ¢, mentre x = 1 € un punto
di massimo locale per ¢. Quindi (%, :l:@) sono punti di minimo assoluto per f
su OM, (—1,0) & un punto di massimo assoluto per f su OM e (1,0) & un punto

di massimo locale per f su O0M. Essendo

1 V3 3 1 1
—t—)=->—-—==f(-,0
/ (2’ 2 ) 4 8 / (4’ )
si ha che (i, O) ¢ il punto di minimo assoluto per f su M. Inoltre (—1,0) ¢ un
punto di massimo assoluto per f su M. Resta da valutare se i punti (%,i@)
sono di minimo locale per f su M e se (1,0) ¢ un punto di massimo locale per f su
M. Facciamo uno studio locale di f in un intorno di questi punti. Consideriamo
1 3

inizialmente il punto (5, 7) Sappiamo che & di minimo assoluto per f su dM.

Quindi per ogni (z,y) € OM si ha che

)

)

DO | =

f(x’y)_f<

Proviamo se per ogni intorno I di (%, @) esistono punti (z,y) € I N M tali che

fay) — f (1 ﬁ) <o.

202

Consideriamo i punti (%, y) eEMcon0<y< @ Si ha che
1 1 V3 5 3
f<2,?/> _f<272> =Yy <0.

Poiche ogni intorno I di (1 \/g) contiene punti del tipo (%, y), per qualche y €

272
{0, @), ne segue che il punto (%, @) non ¢ né di massimo né di minimo per f
su M. In modo del tutto analogo si dimostra che il punto (%, —@) non e né di

massimo né di minimo per f su M.

Infine consideriamo il punto (1,0). Sappiamo che ¢ di massimo locale per f su

OM. Quindi esiste un intorno I di (1,0) tale che per ogni (z,y) € I NOM si ha

flz,y) = f(1,0) <0.
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15 2.0

Fig. 8: Particolare dei punti (%,y) nell’intorno I di (%, \/Tg)

Proviamo se in questo intorno I di (1,0) esistono punti (x,y) € I N M tali che
f(z,y) — f(1,0) > 0.
Consideriamo i punti (x,0) € M con 0 < z < 1. Si ha che
f(z,0) — f(1,0) = 22% — z — 1.

La funzione g(z) = 222 — x — 1 & derivabile in [0,1] con ¢'(z) = 4x — 1. Quindi
g(z) =0seesolosex =1eg(x)>0seesoloset <z <1 Nesegue che
g ¢ strettamente crescente in [%,1), cioe g(z) < g(1) = 0 per ogni x € H, 1).

Pertanto si ha che per ogni x € [;11, 1)
f(z,0) — f(1,0) =22 —z -1 < 0.

Pertanto anche rispetto ai punti (z,0), con 0 < z < 1, si ha che (1,0) ¢ di massimo
locale per f. Viene il sospetto che (1,0) possa essere di massimo locale per f su
M. Proviamo quindi se esiste un intorno I di (1,0) tale che per ogni (x,y) € INM

si ha che

flz,y) = f(1,0) <0.
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Per ogni (x,y) € M, cio¢ tale che 22 + y? < 1, si ha
flz,y)— f(1,0) =222+ —x -1 <2? —z=x(x - 1).
Quindi se (z,y) € M con 0 <z <1 si ha che
flz,y) = f(1,0) <x(z —1) <0.

Quindi per ogni (z,y) € INM, dove I = {(x,y) eR?: (z—1)2+4%< i}, si ha
che
flz,y) = f(1,0) <0.

Ne segue che il punto (1,0) ¢ di massimo locale per f su M.

1.5+

Fig. 9: L’insieme M e l'intorno I di (1,0).

¢) La funzione f(x,y) = 322 + 4y% — 62 — 12 & di classe C° su R?. L’insieme M =
{(m, y) € R?: 22+ y? —4 < 0} e compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass

f ammette massimo e minimo su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(x,y) eR?*: 22 +4°< 4}.

Essendo f di classe C*°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y) € int(M) tali che Vf(x,y) = 0. Si ha che

Of (o) — 6 — O (=
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Fig. 10: L’insieme M. In azzurro int(M) e in blu OM.

Quindi 'unico punto stazionario di f in int(M) & (1,0). Per stabilire se & di
massimo, di minimo o di sella, calcoliamo la matrice Hessiana di f in questo punto.

Si ha che

*f
0z?

0% f 0% f

(:E’y) =0,

Quindi la matrice Hessiana di f in (1,0) &

Hp(1,0) = (g g)

Ne segue che (1,0) & un punto di minimo locale per f su M e il minimo locale &

f(1,0) = —15.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
OM = {(m,y) eR?: 22 442 :4}.

Per ogni (z,y) € OM si ha che y? = 4—a2. Posto o = fionr, si ha che o : [2,2)
R & definta da
o(z) = f(z,y(z)) = —2* — 62 + 4.

I punti di estremo di f su OM sono i punti (x,y(x)) con z di estremo per .
Essendo ¢ di classe C*° sull’intervallo chiuso e limitato [—2,2], i suoi punti di
estremo vanno cercati tra i punti stazionari e gli estremi dell’intervallo [—2,2]. Si

ha che ¢'(z) = —2x — 6. Quindi ¢ non ha punti stazionari in [—2,2] e ¢/(z) < 0
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per ogni x € [—2,2]. Ne segue che z = —2 ¢ un punto di massimo assoluto per ¢ e
x = 2 & un punto di minimo assoluto per ¢. Quindi (—2,0) & un punto di massimo

assoluto per f su M, (2,0) & un punto di minimo assoluto per f su M. Essendo
£(2,0) = —12 > —15 = £(1,0),

si ha che (1,0) ¢ il punto di minimo assoluto per f su M. Inoltre (—2,0) ¢ il punto
di massimo assoluto per f su M. Resta da valutare se il punto (2,0) € di minimo
locale per f su M. Facciamo uno studio locale di f in un intorno di questo punto.
Sappiamo che ¢ di minimo assoluto per f su 9M. Quindi per ogni (z,y) € OM si
ha che

flz,y) = f(2,0) =2 0.

Proviamo se per ogni intorno I di (2,0) esistono punti (x,y) € I N M tali che
Consideriamo i punti (z,0) € M con 0 < z < 2. Si ha che

f(z,0) — £(2,0) = 32% — 6z = 3z(z — 2) < 0.

Fig. 11: Particolare dei punti (z,0) nell’intorno I di (2,0).

Poiche ogni intorno I di (2,0) contiene punti del tipo (z,0), per qualche z € [0, 2),

ne segue che il punto (2,0) non ¢ né di massimo né di minimo per f su M.
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*1) La funzione f(z,y) = ¢*¥ & di classe C* su R?. L’insieme
M:{(x,y)€R2: x2—1§y§3§0}

& compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo

su M.

Fig. 12: L’insieme M ¢ la parte di piano limitata dalla linea blu (90M).

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(z,y) eR*: 22 —1<y<3}.

Essendo f di classe C°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y) € int(M) tali che Vf(x,y) = 0. Si ha che
of of

o Y 95 — e
ax(x,y) ye™, ay(ﬂf,y) ze™.

Quindi l'unico punto stazionario di f in int(M) ¢ (0,0). Per stabilire se ¢ di

massimo, di minimo o di sella, calcoliamo la matrice Hessiana di f in questo punto.

Si ha che
92 92 N 92 N
Té(x)y) = y2€xy7 ay];(x’y) = 1‘26 y? axéfy(xvy) =€ y(l + UUZ/)

Quindi la matrice Hessiana di f in (0,0) &

H;(0,0) = ((1) é)
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Ne segue che gli autovalori di questa matrice sono \j 2 = 1. Quindi (0,0) non &

né un punto di massimo né un punto di minimo locale per f su M.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M. Osserviamo che M non € una
varietd di dimensione 1 in R?, infatti in un intorno dei punti (£2,3) 'insieme M
non ¢ il grafico di una funzione di classe C' di una delle due variabili rispetto

all’altra. Si osservi inoltre che OM = I'; UT'9 dove

Flz{(x,y)eRQ: y:3,—2§x§2},

Ty ={(z,y) eR*: y=2-1,-2<z<2}.

3.5

36

2.5+

2.0

1.5+

1.0+

0.5

Fig. 13: Gli insiemi I'; (in rosso) e I's (in blu).

Cerchiamo separatamente i punti di estremo di f su I'y e I's. Consideriamo ini-
zialmente I';. Per ogni (z,y) € I'1 si ha che y = 3. Posto 1 = fir,, si ha che
1 [—2,2] — R & definta da

pi(z) = f(z,3) = €.

I punti di estremo di f suI'; sono i punti (z, 3) con x di estremo per ;. Essendo ¢
strettamente crescente in [—2, 2], si ha che = —2 ¢ un punto di minimo assoluto
per ¢1 e x = 2 ¢ un punto di massimo assoluto per ¢;. Quindi (—2,3) ¢ un punto

di minimo assoluto per f suI'1, (2,3) ¢ un punto di massimo assoluto per f suI'y.
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Consideriamo ora I's. Per ogni (z,y) € I's si ha che y = 22 — 1. Posto @3 = firss

si ha che @9 : [-2,2] — R & definta da

po(x) = fla,y(x)) = 7.

I punti di estremo di f su I's sono i punti (z,y(x)) con = di estremo per ¢s.
Essendo 9 di classe C*° sull’intervallo chiuso e limitato [—2,2], i suoi punti di
estremo vanno cercati tra i punti stazionari e gli estremi dell’intervallo [—2,2]. Si
ha che h(z) = (322 —1)e® ~*. Quindi p)(z) = 0 se e solo se z = :l:? e ph(xz) >0
per x € [—2,—?) ex € (@ 2}. Ne segue che z = —@ e x = 2 sono punti di

3
massimo locale per w9, = -2 ¢ x = g sono punti di minimo locale per ¢3. Ne
segue che i punti (—@, —%) e (2, 3) sono di massimo locale per f suT's, (—2,3) e

(?, —%) sono di minimo locale per f su I's. Quindi il punto (2,3) & di massimo

locale per f ristretta a OM =TIy UI'g e il punto (—2,3) ¢ di minimo locale per f
ristretta a OM = I"y UTy. Essendo

3 2 3 9
f(_273) :e_ﬁa f(273) 2667 f _ia_* :6%\/3, f £7—* :6_%\/§7
3 3 3 3
si ha che (2,3) ¢ il punto di massimo assoluto per f su M e (—2,3) ¢ il punto di
V3 2) o (\/§ 2)

minimo assoluto per f su M. Resta da valutare se i punti (_77 —3 B, —3

sono rispettivamente di massimo e di minimo locale per f su M. Facciamo uno

studio locale di f in un intorno di questi punti. Consideriamo il punto (?, —%)

Sappiamo che ¢ di minimo locale per f su M. Quindi esiste un intorno I di

(§, —%) tale che per ogni (x,y) € I NOM si ha che

V3 2
f(xay)_f<37_3 ZO
Proviamo se esiste un intorno I di (@, —%) tale che per ogni (x,y) € IN M si ha

che

f(xvy) - f (éga _§> =e" — 6_%\/3 > 0.

Questo fatto equivale a

2
Ty > —§\/§
L’iperbole di equazione zy = —% 3 & tangente a OM nel punto (@, —%) Infatti,
posto g(z) = —9%\/5, si ha che la retta tangente a y = g(z) e alla parabola

y=2x2—1in (‘/3 —%) ha equazione

3
2 2 V3
y—‘3+3\/§<$‘3>'
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Fig. 14: L’iperbole zy = —2v/3 (in rosso) e la parabola y = 2* — 1 (in blu).

Ne segue che l'iperbole zy = —% 3 e la parabola y = 2% — 1 sono tangenti nel

punto (@, —%) Pertanto in un intorno sufficientemente piccolo di (@, —%) si

ha che la parabola y = 22 — 1 & contenuta nell'insieme {(x,y) Doy > —%\/g},

Quindi se consideriamo un intorno I di (?, —%) sufficientemente piccolo, si ha

che

2
IﬁMgIﬂ{(x,y): a:yz—gx/g}.

Ne segue che per ogni (z,y) € I N M si ha

faw) - f (“f—i) >0

e quindi il punto <§, —%) ¢ di minimo locale per f su M. In modo del tutto
V3 _ 2

analogo si dimostra che il punto (—— —g) & di massimo locale per f su M.
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Esercizio 2. Determinare i punti di massimo e minimo locali e assoluti delle seguenti

funzioni di tre variabili sugli insiemi specificati:

a) f(z,y,z) =2%e% M:{(x,y,z)E]Rg: m2—|—y2+22§1}

(0,0,+£1) punti di massimo assoluto,
(x,1,0) tali che 22 + y? < 1 sono punti di minimo assoluto
x? —y? 3 2 2 2
b) Sy ) =5~ M={ey:)eR: @+y < -1}

(O, +/2, —\/g) e (:l:ﬂ,(), \/g) sono punti di massimo assoluto,
(0, +/2, \/§) e (:l:ﬂ, 0, —\/§) sono punti di minimo assoluto
o) fa,y2)=yV1+22  M={(y2)ecR: (z-12+y*+:2<4}
(1, \/g , :l:\/g) punti di massimo assoluto,

(1, —\/g , :t\/g) punti di minimo assoluto

d) f(x,y,2) = 2%+ cosy M = {(x,y,z) eR®: 244 = 10}

(+3,0,0) punti di massimo assoluto, ]

(0,£3,0) punti di minimo assoluto

1
_ 22 2 _ 3. 2 2
e) f(z:,y,z)—(x y>\/1+z M—{(:E,y,z)E]R Dzt 4y §1+Z2}

(£1,0,0) punti di massimo assoluto, ]

(0,£1,0) punti di minimo assoluto

D fay) = (=) e M={(ay2)eR: 2”+y’ <1}

(£1,0,0) punti di massimo assoluto, ]

(0,£1,0) punti di minimo assoluto
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*9) f(x,y,2) = g(x) + 9(y) + 9(2), dove g : [0,+00) — R & la funzione

tlogt set >0
g(t) =

M:{(m,y,z)ERgz r+y+z=1, x,y,zZO}
0 set =0,

[ (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) punti di massimo assoluto, ]

(%, %, %) punto di minimo assoluto

h) f(x,y,z)= (:c2 +2z2> e Y M = {(:p,y,z) eR?: 22 4+22< y}

(0,1, +£1) punti di massimo assoluto,
(0,9,0), con y > 0 sono punti di minimo assoluto
y? - 2* 3 2 2 2
i) flz,y,z) = T 22 M:{(x,y,z)eR x4yt 2 §4}

(0,£2,0) punti di massimo assoluto,
(0,0,+2) punti di minimo assoluto
1) flz,y,2) = (1 + z2> e M = {(:c,y, z) € R?: 2244< 86_3’2_7‘2}
(0,0, £1/log 2) punti di massimo assoluto,
(0, ++/T0og 2, 0) punti di minimo assoluto
m) f(.%',y,Z) = (1 +$2) 6722 M = {(.’If,y,Z) S R3 : $2+y4 - 2y2 +22 < O}

(£1,£1,0) punti di massimo assoluto, ]

(0,41, +£1) punti di minimo assoluto

212 4 22

n fey2) = == M={(z,y,2) eR®: 2?42 <y? -1}

[ (0,9,0) con y > 1 sono punti di massimo locale,

(0,4,0) con y < —1 sono punti di minimo locale,

+v/2, —/3, 0) punti di massimo assoluto,

i (iﬁ, V3, 0) punti di minimo assoluto
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Svolgimento
I grafici dei domini di questi esercizi si trovano sulla pagina web

http://calvino.polito.it/~lancelot /didattica/analisi2 /esercizi/grafici_maxmin_esercizio_2.html

a) La funzione f(z,y,z) = 22 e & di classe C* su R®. L’insieme

M:{(x,y,z)€R3: x2+y2+22§1}

¢ compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo

su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(w,y,z) eRY: 24+ +22< 1}.

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (x,y, z) € int(M) tali che V f(x,y,z) = 0. Si ha che

%(ac,y, z) = yz2 e, a—y(:ﬁ,y,z) = z22 e, E(aj,y,z) =2ze".
Quindi
y=00z2z=0
Vilx,y,2z) =0 <= z=002z=0
z=0.

Quindi i punti stazionari interni a M sono i punti (z,y,0) con 22 + 32 < 1. Os-
serviamo che anche (z,y,0) con 2 + y? = 1 sono stazionari per f su M ma non
sono interni a M. Essendo f > 0 e f(z,y,0) = 0, si ha che i punti (z,y,0) con

z? + 3% < 1 sono di minimo assoluto per f su M.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
oM = {(:c,y,z) eR?: 224yttt = 1}.

Essendo f di classe C® e OM una varieta di dimensione 2 in R?, allora i punti di
estremo su 0M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su 9M. Procedia-
mo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y, z) = 22+ ¢y +2%2—1,

consideriamo la funzione

[’(:Cayaz))‘) :f(q:,y,z)—)\g(x,y,z) :ZQBxy_)‘(x2+y2+Z2_1)'
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Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, ) tali che VL(z,y, z, \) = 0.
Si ha che

g(wy,z)\)—yze —2\x

9 2

a9 —(z,y,2,\) = xz“e™ — 2)\y

0

P —(x,y,2,A) = 2z€e" — 2\z
%(x,y,z,)\)——(:z:2+y2+22 1)

Quindi
yz? e = 2\x

2% e = 2)\y
VL(z,y,2,\) =0 <=

2z (e —X) =0

22+ + 22 =1
I punti stazionari di £ sono (+1,0,0,1), (0,4+1,0,1), (0,0,%1,1), (z,v,0,0) con
22 +y?> = 1. Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono (x,y,0) con
2?2 +y?> = 1 e (0,0,£1). Per quanto detto in precedenza, i punti (x,%,0) con
22 4 9% = 1 sono di minimo assoluto per f su M. Inoltre i punti (0,0, 1) sono di

massimo assoluto per f su M.

La funzione f(z,y,2) = ~2 & di classe C™ su

dom(f):{(x,y,z) eR?: z;réO}.

L’insieme M = {(x,y, 2)eRY: 2242 <22 - 1} C dom (f) & chiuso e illimi-

2

tato. Infatti, la superficie 22 + 4% + 1 = 22 ¢ un’iperboloide a due falde con asse

coincidente con ’asse z. Quindi non possiamo applicare il Teorema di Weierstrass.
Osserviamo che se (z,y, z) € M, cioé 22 +y? < 22 —1, & tale che ||(z,y, 2)|| — +o0,

allora necessariamente |z| — 400 e

2 _ 2 2, .2 2
Tt —y ety z¢—1
|f2,y,2)| = <
z° Edk ki
Ne segue che
2,2
lim flz,y,2) = lim * 3 v .
[l (,y,2) | =00 I(zy,2)[|l >+o0 2

Quindi per la definizione di limite, per ogni € > 0 esiste R > 0 tale che

{(:U,y,z) eM

f(z,y,2) <e,
(2, y,2)|| > R ( )
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cioe

{(x,y,z)EM =  f(z,y,2) <e.

22 +y? + 22 > R?
Proviamo che f ammette massimo e minimo su M. Osserviamo che f e M
presentano una simmetria rispetto al piano zy. Infatti se (z,y,z) € M, al-
lora anche (z,y,—z) € M e f(x,y,—2) = —f(x,y,2). Quindi possiamo limi-
tarci a dimostrare che f ammette massimo su M. Sia (z,yo,20) € M tale che
f(zo0,y0,20) > 0. Un punto siffatto esiste (per esempio (z,0,z) con z,z > 0).

Poniamo Ry = ||(0, yo, 20)|| = 23 + y3 + 23. Evidentemente Ry > 0.

Quindi preso € = %f(xo, Yo, 20), esiste R > Ry tale che

(z,y,2) € M
s o o , = flz,y,z2) <e.
Tty +2°>R
Poiche I'insieme M N {(az, y,z) € R3: 22442 422< Rz} ¢ compatto e non vuoto
(perche contiene (xg, Yo, 20)), allora per il Teorema di Weierstrass f ammette mas-
simo su questo insieme. Quindi esiste (z1,y1,21) € M con 23 + 3% + 27 < R? tale

che

= f(xayaz) Sf(xbylazl)‘

{ (z,y,2) € M

22 +y? + 22 < R?

In particolare f(zo, o, 20) < f(z1,y1,21). Ne segue che
{ (z,y,2) € M

9 9 9 9 - f(l:ay7 Z) <e< f(ajanO?ZO) < f(xlvylyzl)'
r+y +2z°>R

Quindi per ogni (x,y,z) € M si ha che f(z,y,2) < f(z1,y1,21). Ne segue che f

ammette massimo su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(x,y,z) eR®: ?2+y2<2?— 1}.

Essendo f di classe C*°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (x,y, z) € int(M) tali che V f(z,y,2) = 0. Si ha che

%( )_2ﬁ g( )__27y %( )__M
ax 1‘7 y7z - 237 ay 1:7 y’z - 23’ az :B’ y7z - Z4 *
Quindi

z=0
Vi(,y,2)=0 <<=
y = 0.
Quindi i punti stazionari interni a M sono i punti (0,0, z) con |z| > 1. Osserviamo

che anche (0,0, £1) sono stazionari per f su M ma non sono interni a M. Si ha
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che f(0,0,z) = 0 per ogni |z| > 1. Inoltre, fissato un punto (0,0, zg) con zp > 1
(analogamente se zp < —1) si ha che per ogni intorno I di questo punto esistono

punti del tipo (z,0, z) e (0,y, z) appartenenti a I N M tali che

f(0,y,2) <0< f(x,0,2).

Quindi i punti (0,0, z) per ogni |z| > 1 non sono né di massimo né di minimo per

fsu M.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
oM = {(az,y,z) eR: 22442 =2 1}.

Essendo f di classe C*° e M una varieta di dimensione 2 in R3, allora i punti di
estremo su 0M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su M. Procedia-
mo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y, z) = 22 +y% — 22 +1,
consideriamo la funzione

_ _502—92 2 2 2
E(m,y,z,)\)—f(x,y,z)—)\g(x,y,z)— 23 —)\<.7J +y -z +1)

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (x, y, z, A) tali che VL(z,y, 2z, \) = 0.
Si ha che

oL T
= =2 9
oL y
aiy(xayaz))‘) _? _2)‘y
0 3(x? —y?
5(m,y,z,)\)—— ( o )+2)\z
oL
Ty @2, 0) = (582 +yP -2+ 1)
Quindi
2x (Z% )\) =0
_ 1 _
VL(z,y,2,\) =0 <= 2y (23 T )‘) -

I punti stazionari di £ sono:

1
0,0,1,0 ) 0707_170 9 Oai\/i7 \/§7_>7
00,10, ©0.0,-10, ( o

), (i\/ﬁ,o,—\/ﬁ,—1>.

(O,iﬁ, —V3, 3\1@) , (iﬁ,o, V3, 3\1@ 75
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Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono (0,0,+1), (0,:|:\/§,:|:\/§>,
(:t\/i 0, :I:\/g) Per quanto detto in precedenza, i punti (0,0,+1) non sono né di

massimo né di minimo per f su M. Inoltre si ha che

f (o,i\fz, \/5) = f (i\/i,o,—\/ﬁ) = —3\2/§,

2
f (07:|:\f7 _\/g) = f (:I:\/iaoa \/§> = %
Quindi i punti (O,i\f, —\/§) e (i\/i,O, \/3) sono di massimo assoluto per f su
M, i punti (O, +v/2, \/3) e (j:ﬁ,o, —\/§> sono di minimo assoluto per f su M.
La funzione f(z,y,z) = yv/1+ 22 & di classe C™ su R®. L’insieme

M = {(:U,y,z) eR?: (2 —1)2+4y%+22 §4}
¢ compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo

su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(a:,y,z) eRY: (z—-1)2+4y*+22< 4}.

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (x,y, z) € int(M) tali che V f(z,y,2) = 0. Si ha che

o o U irE W v
ax(a:?yvz) _Oa ay(‘r?yvz) - 1+Z ) 82(937%2) - m

Quindi f non ammette punti stazionari in int(M) e di conseguenza neppure punti

di estremo.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
oM = {($’y’z) eER’: (z-1) 4y +7° :4}.

Essendo f di classe C™ e M una varieta di dimensione 2 in R?, allora i punti di es-
tremo su dM vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su 9M. Procediamo
con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y, z) = (z—1)2+y?+22—4,

consideriamo la funzione

L@y 2N = f(2,9.2) = Malw,y,2) =yVI+ 2 = A (@ =12 + 97 + 22— 4).
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Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, ) tali che VL(z,y, z, \) = 0.
Si ha che

gﬁ(x Y, 2, ) = =2\ (z — 1)

oL

a9y (T2, A) = V1422 = 2)y

oL Yz

— A) = —F—= -2\

az(xayazv ) m z

%('Zvaya'z?)‘) = - ((CL’ - 1)2 +y2 +Z2 _4)

Quindi

AMz—1)=0
m:2Ay

VL(x,y,z,\) =0 <—
(e -2 =

(x—1)2 4+ 9%+ 22 =4.

I punti stazionari di £ sono

1 1 1 1
<1727O7 ) ) (17_2>O>_) ) 1’\/3’:&\/?’ ) 17_\/373‘:\/?7_ .
4 4 2 2°2 2 2" 2
Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono (1,42,0) (1, + %, i\/§> Si

ha che
f(1,2,0) f(1,-2,0)

(ff) (ff)

Quindi i punti (1, \/g,:lz\/§> sono di massimo assoluto per f su M, i punti

(1, —\/g,:t\/g) sono di minimo assoluto per f su M. Resta da stabilire se i

punti (1,+2,0) sono di massimo, di minimo oppure né I'uno né 'altro, per f su

M. Confrontiamo f in tali punti con f in punti di M appartenenti ad un loro

intorno. Consideriamo inizialmente il punto (1,2,0) e sia I un qualunque intorno

di (1,2,0). Presi i punti (z,y,0) € I N M, quindi con 0 < y < 2, si ha che
f(z,y,0) — f(1,2,0) =y —2 < 0.

Presi i punti (1,y,2) € IN M con 32 + 2% = 4, si ha che

f(Ly,2) = f(1,2,0) =yV1+ 22 =2 =y /5 —3y? — 2.

Si ha chese y > 0

y\/5—1y2—2>0 <— y2<5—y2)24 — yt—b5t+4<0
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— (y2—4)(y2—1)§0 — 1<y<2

Quindi se (1,y,2) € INM con y?> + 22 =4e 1 <y <2 siha che

f(Ly.2) = F(1,2,0) = /5 -2~ 2> 0.

Poiche ogni intorno I di (1,2,0) contiene sia punti del tipo (x,y,0) € M, per
qualche 0 < y < 2, che (1,y,2) € M, per qualche 1 < y < 2, ne segue che (1,2,0)
non € né un punto di massimo né un punto di minimo per f su M. In modo del
tutto analogo si dimostra che (1,—2,0) non & né un punto di massimo né un punto

di minimo per f su M.
La funzione f(x,y,2) = 22 + cosy & di classe C™ su R3. L’insieme
M = {(x,y,z) eR?: 22442 e = 10}

& chiuso e limitato. Infatti, si ha che se (z,y,2) € M, allora 2 + 3? = 10 — e” ed
essendo € > 1 si ha che 0 < 22+ 92 <9 ¢ 0 < 22 < log10. Quindi ||(z,y,2)| =
22+ 1%+ 22 < 9+1log10. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo

e minimo su M.

Essendo f di classe C*° e M una varieta di dimensione 2 in RS, allora i punti di es-
tremo su 0M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su 9M. Procediamo
con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,vy,2) = 22 +y? + e — 10,

consideriamo la funzione
L(x,y,z,\) = f(x,y,2) — A\g(z,y,2) = (1 + z2> eV — A (:c2 +y?+ e” — 10) .

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, A) tali che VL(x,y, z, \) = 0.

Si ha che

a—ﬁ T,Y,2,\) = 2x — 2)\x
0
x

oL

@(xayazv )‘) - _Siny - 2)\3/

?}f(m,y,z,/\) = —2\ze”

oL

a(aj,y, Z,\) = — (:U2 + %+ e 10)

Quindi
2¢2(1-X) =0
2 Ay +siny =0
VL(z,y,2,\) =0 <= Y Y

Az=0

22+ 2+ e = 10.
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I punti stazionari di £ sono (0,0, +v/Iog 10, 0), (0,i3,0,—%sin3>, (£3,0,0,1).
Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono (0,0, ++/log10), (0,=£3,0,),
(£3,0,0). Si ha che

f(0,0,4110g10) =1, f(0,43,0) =cos3,  f(+3,0,0) = 10.

Quindi (£3,0,0) sono punti di massimo assoluto per f su M e (0,+£3,0) sono punti

di minimo assoluto per f su M.

Resta da stabilire se (0,0, £+/log 10) sono di massimo, di minimo oppure né 'uno né
I’altro, per f su M. Confrontiamo f in tali punti con f in punti di M appartenenti
ad un loro intorno. Consideriamo inizialmente il punto (0,0, /log10) e sia I un
qualunque intorno di (0,0, /Iog10). Presi i punti (0,y,z) € I N M con y # 0, si
ha che

£(0,4,2) = £ (0,0,/10g10) = cosy = 1 < 0.

Presi i punti (x,0,2) € I N M, si ha che

f(@,0,2) = £ (0,0, /g 10) = 2* > 0.

Poiche ogni intorno I di (0, 0, v/log 10) contiene sia punti del tipo (0,y, z) € M, per
qualche y # 0, che (2,0, z) € M, ne segue che (0,0, /log 10) non ¢ né un punto di
massimo né un punto di minimo per f su M. In modo del tutto analogo si dimostra
che (0,0, —+/log10) non ¢ né un punto di massimo né un punto di minimo per f
su M.

La funzione f(z,y,2) = (22 — y?)V1+ 22 & di classe C su R®. L’insieme

— 3. .2 2
M—{(l‘,y,Z)ER DaTt+y §1+Z2}

e chiuso e illimitato. Quindi non possiamo applicare il Teorema di Weierstrass.

1
1422

allora necessariamente |z| — 400, mentre 22 +y? < 1, e

Osserviamo che se (z,y, z) € M, cioe x2 +y? <

¢ tale che ||(z,y, 2)|| — +o0,

Py 2 =[a* = VI < (2 492 VIT 2 < e

Ne segue che

flz,y,2) = lim (w2 — y2> V1422=0.

lim
| (z,y,2)[|—+o0 [I(z,y,2) || —+oc0
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Fig. 16: Sezione dell’insieme M con il piano zz.

Quindi per la definizione di limite, per ogni € > 0 esiste R > 0 tale che

(z,y,2) e M
{ f(x,y,2) <k,
I(z,y,2)|| > R

cioe

= f(z,y,2) <e.

(r,y,2) € M

{x2+y2+z2 > R?
Proviamo che f ammette massimo e minimo su M. Osserviamo che f e M
presentano una simmetria rispetto ai piani m = {(:E,y,z) eR?: 2 — Yy = 0} e
Ty = {(w,y,z) eR: z4+y= 0}. Infatti se (z,y,2z) € M, allora i suo sim-
metrici rispetto ai piani m e mp sono rispettivamente (y,z,z) e (—y, —z, z), che
appartengono a M, e f(y,x,z) = f(-y,—x,z) = —f(x,y,2). Quindi possiamo
limitarci a dimostrare che f ammette massimo su M. Sia (zg,¥0,20) € M tale
che f(xo,y0,20) > 0. Un punto siffatto esiste (per esempio (z,0,z) con x > 0).

Poniamo Ry = ||(z0, yo, 20)|| = 23 + y3 + 23. Evidentemente Ry > 0.
Quindi preso € = %f(xg, Yo, 20), esiste R > Ry tale che

{(:L‘,y,z) eM

= f(z,y,2) <e.
22 +y? + 22 > R?

Poiche I'insieme M N {(x, y,2) eR®: a2+ 92+ 22 < R2} ¢ compatto, allora per

il Teorema di Weierstrass f ammette massimo su questo insieme. Quindi esiste
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(z1,y1,21) € M con z3 + y} + 2} < R? tale che

{(x,y,z) eM

— f(ﬂl’,y,Z) Sf($1,y1721)-

In particolare f(zg,y0,20) < f(z1,91,21). Ne segue che

{(x,y,z) cM

s 9 o , = f(x,y,2) <e < f(xo,%0,20) < flx1,y1,21).
Tty +2° >R

Quindi per ogni (z,y,z) € M si ha che f(z,y,2) < f(z1,y1,21). Ne segue che f

ammette massimo su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in

1
nt(M) = (z,y,2) e R®: 22+ 4% < }
int(0) = { (0,9.2) € R+ 2% 447 <
Essendo f di classe C°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti
stazionari, ossia fra i punti (x,y, z) € int(M) tali che V f(x,y,z) = 0. Si ha che

of af af (a:2 — y2)z
R = 2 1/ 1 2 _— = —2 \/ 1 2 _— = ——

Quindi
z=0

Vi(r,y,2) =0 <= y=20
r==xyoz=0.
Quindi i punti stazionari interni a M sono i punti (0,0, z) per ogni z € R. Si ha che
£(0,0,2) = 0 per ogni z € R. Inoltre, fissato un punto (0,0, z9) si ha che per ogni
intorno I di questo punto esistono punti del tipo (x,0, z) e (0,y, z) appartenenti a

I N M tali che
f(()’y?z) < 0 < f(x707z)'

Quindi i punti (0,0, z) per ogni z € R non sono né di massimo né di minimo per

fsu M.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in

1
— 3. 2 2 _
8M—{(:c,y,z)ER Dty _:HZZ}

Essendo f di classe C° e M una varieta di dimensione 2 in R3, allora i punti di
estremo su 0M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su M. Procedia-
mo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y,2) = 2% +y? — H%’

consideriamo la funzione

£($7y727A) :f<1‘,y,2!)—Ag($,y,Z> = (x2_y2) v 1+z2—/\(x2+y2— 1+Z2>'
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Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, A) tali che VL(x,y, z, \) = 0.

Si ha che or
a—(x,y, 2, ) =22V 1+ 22 — 2\
s
oL —
@(w’y’Z’A):_2y 1+Z2_2)‘y
2,2
%(x,y,z, A = (2 —y?)z  2xz
0z V14 22 (14 22)2
ﬁ(‘T?yy'Za)‘)_ (J“ +y 1+22>'
Quindi

Qx(\/l—i—z?—)\ —0

—2y (m+ )x) =0
VL(x,y,2,\) =0 <— }

12—y2 2\ _
2 [95 — ] =0
2 2 _ 1
Tt Hyt = 112"

Si ottengono quindi i punti stazionari (0,+1,0,—1) e (£1,0,0,1) di £. Quindi i
punti stazionari vincolati di f su OM sono (0,+1,0) e (£1,0,0). Si ha che

£(0,41,0) = -1,  f(£1,0,0) = 1.

Quindi i punti (£1,0,0) sono di massimo assoluto per f su M, i punti (0,=+1,0)

sono di minimo assoluto per f su M.

2 & di classe C® su R®. La superficie z2 +y2 =

f) La funzione f(x,y,2) = (2?—3?) e~
1 & un cilindro retto con asse coincidente con l’asse z. Ne segue che l'insieme
M = {(a:,y,z) eR?: 22442 < 1} ¢ chiuso e illimitato. Quindi non possiamo

applicare il Teorema di Weierstrass.
Osserviamo che se (z,y,2) € M, cioe 22 4+ y? < 1, & tale che |(z,y,2)| — +oo,
allora necessariamente |z| — 400 e
F@y2)| = |27 =2 < (2 +97) e <
Ne segue che
2
lim flx,y,z) = lim 22—y e =0.
l(z,y,2) | —>+o0 ( ) l(z,y,2) | >+o0 ( )

Quindi per la definizione di limite, per ogni € > 0 esiste R > 0 tale che

{ (z,y,2) € M

fz,y,2) <&,
I(x,y,2)]| > R ( )
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cloe

{(m,y,z)GM =  f(z,y,2) <e.

a? +y* + 2° > R?
Proviamo che f ammette massimo e minimo su M. Osserviamo che f e M
presentano una simmetria rispetto ai piani m = {(x,y, z) € R3: z— y= 0} e
Ty = {(x,y, z) € R3: z+y= 0}. Infatti se (z,y,2) € M, allora i suo sim-
metrici rispetto ai piani m e me sono rispettivamente (y,x,z) e (—y, —x, z), che
appartengono a M, e f(y,z,2z) = f(-y,—=x,2) = —f(x,y,2). Quindi possiamo
limitarci a dimostrare che f ammette massimo su M. Sia (zo,%0,20) € M tale
che f(xo,y0,20) > 0. Un punto siffatto esiste (per esempio (z,0,z) con x > 0).

Poniamo Ry = ||(0, yo, 20)|| = 23 + y2 + z3. Evidentemente Rq > 0.

Quindi preso € = %f(aco, Yo, 20), esiste R > Ry tale che

(,y,2) € M
s o o , = flz,y,2) <e.
Tty +2° >R
Poiche I'insieme M N {(x, y,2) eR?: 22492+ 22 < R2} ¢ compatto, allora per
il Teorema di Weierstrass f ammette massimo su questo insieme. Quindi esiste

(71,91,21) € M con 2% + 32 + 23 < R? tale che

(z,y,2) € M
9 9 9 , = f(x,y,2) < f(z1,91,21)-
rr+y +2 <R

In particolare f(xo,y0,20) < f(x1,y1,21). Ne segue che

(z,y,2) e M
s oy = [y 2) <e < flxo,m0,20) < f@1,y1,21).
Yy +2>R
Quindi per ogni (z,y,z) € M si ha che f(x,y,2) < f(x1,y1,21). Ne segue che f

ammette massimo su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(z,y,2) € R*: a? +42 <1}.

Essendo f di classe C°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti
stazionari, ossia fra i punti (z,y, z) € int(M) tali che V f(z,y,2) = 0. Si ha che
0 0
, azjj(az,y,z) = 2y e_ZQ, a—]zc(:c,y,z) = -2z (:U2 — y2) e
xr=
Vf(ﬂf,y,Z):O — y=
r==xyoz=0.
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Quindi i punti stazionari interni a M sono i punti (0,0, z) per ogni z € R. Si ha che
£(0,0,2) = 0 per ogni z € R. Inoltre, fissato un punto (0,0, z9) si ha che per ogni
intorno I di questo punto esistono punti del tipo (x,0, z) e (0,y, z) appartenenti a
I N M tali che

f(0,y,2) <0< f(x,0,2).
Quindi i punti (0,0, z) per ogni z € R non sono né di massimo né di minimo per

fsuM.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
oM = {(m,y,z) eR: 22442 = 1}.

Essendo f di classe C*° e M una varieta di dimensione 2 in R?, allora i punti di
estremo su M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su M. Procedia
-mo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y,2) = 22 + 3? — 1,

consideriamo la funzione

L(x,y,z,\) = flx,y,2) — \g(z,y,2) = (x2 - y2) e ) (xQ + 9% — 1) .

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, A) tali che VL(x,y, 2z, \) = 0.

Si ha che or
—(x,y,2,\) = e — 2\
8:6(
gj(aj,y,z,)\) =2y e — 2y
oL _ 2 2\ —22
a(m,y,z,)\) = -2z (m —y ) e
oL
a(w,y,z,)\) = — (a:z + 9% — 1).
Quindi

2 e )

VL(xz,y,z,A) =0 <— —2 ( +A
2 (2% —y?) =

2?2 +y? =1
Si ottengono quindi i punti stazionari (0,+1,0,—1) e (£1,0,0,1) di £. Quindi i
punti stazionari vincolati di f su M sono (0,£1,0) e (£1,0,0). Si ha che

N—

f(Ov :|:1,0) = _17 f(i1’070) =

Quindi i punti (£1,0,0) sono di massimo assoluto per f su M, i punti (0,+1,0)

sono di minimo assoluto per f su M.
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*g) La funzione f(z,y,z) = g(z) + g(y) + g(z), dove g : [0,+00) — R ¢ la funzione

tlogt set>0
g(t) =

0 set =0,

¢ continua. L’insieme M = {(w,y,z) eR®: 2+ y+z=1, z,y,z > O} ¢ com-
patto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo su

M.

Per ogni (z,y,z) € M si hache 2z = 1—2z —y, con z,y > 0ex+y < 1.
Posto ¢ = fur, si ha che ¢ : M, — R ¢ definita da p(z,y) = f(z,y,2(z,y)) =
g(az)—l—g(y)—i—g(l—x—y),doveMsp:{(:c,y)ERZ: r+y <1, x,yEO}.

Fig. 17: L’insieme M.

I punti di estremo di f su M sono i punti (z,y, z(x,y)) con (x,y) di estremo per ¢.
Essendo M., chiuso e limitato, i punti di estremo di ¢ vanno cercati sia in int (M.,)
che su OM,. Consideriamo inizialmente i punti di estremo di ¢ in int (M,) =

{(:c,y) eR?: z+y<l, x,y>0}. Si ha che per ogni (z,y) € int (M)
p(z,y) =g(x) +9(y) +9(1 —z—y) =zlogz +ylogy+ (1 —z —y)log (1 —z — y).

Essendo ¢ di classe C*in int (M), i punti di estremo vanno cercati fra i punti
stazionari, ossia fra i punti (z,y) € int (M) tali che Vo(z,y) = 0. Si ha che

Op Oy

°r =logz —log (1 — 2 — °F =logy —log (1 — = — ).
Se@y) =logz —log (1 -z —y).  52(w.y) = logy ~log(1 —z )
Quindi
1
r=3
Vo(z,y) =0 <= { )
Yy=3.
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Quindi 'unico punto stazionario di ¢ interno a M, & (%, %) Per stabilire se e
di massimo, di minimo o di sella, calcoliamo la matrice Hessiana di ¢ in questo

punto. Si ha che

A s e
az2 Y r(l—x—y) 0Oy? Y y(1—z—y)  0Oxdy Y l—x—y

3) @
11 6 3
H¢(3’3>_<3 6)

e gli autovalori sono 3,9. Quindi (%, %) e un punto di minimo locale per ¢. Si ha

Lol

Quindi la matrice Hessiana di ¢ in <

che ¢ (%, %) = —log 3. Ne segue che (%, %, %) ¢ un punto di minimo locale per f
su M.

Consideriamo ora i punti di estremo di ¢ su dM,. Osserviamo che M, ¢ il trian-
golo equilatero di vertici (0,0), (1,0) e (0,1). Quindi M, non & una varieta di

dimensione 1 in R?. Denotiamo con I'1,I'9, '3 i lati del triangolo. Si ha che
F1:{(x,y)€R2: y =0, OSI‘SI},
Py={(@y) eR*: y=1-g2, 0<z<1f,

ng{(x,y)eRQ: x =0, Ogygl}

eaMSD:FlUFQUFg.

Fig. 18: I lati I'; (in rosso), I'y (in blu) e I's (in fucsia).
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Osserviamo che
zlogz + (1 —z)log(l —x) se

(z,y) 0,0)
xlogz + (1 —x)log (1l —x) se (z,y) € I'y\ {(1,0),(0,1)},
ylogy + (1 —y)log (Ll —y) se (z,y) 0,0)
0 se (z,y) € {(0,0),(1,0),(0,1)}.
E quindi sufficiente cercare punti di estremo su uno qualunque dei tre lati I';, per
i =1,2,3. Consideriamo I'y = {(m,y) eR?: y=0,0<z< 1}. Posto ¥ = ¢y,
allora ¢ : [0,1] — R ¢ definita da

0 se x =0,

p(r,y) =

P(r) =19 zlogr+ (1 —x)log(l—z) sel<x<1,
0 sex = 1.
I punti di estremo di ¢ su I'; sono i punti (z,y(z)) con z di estremo per 9. Si
ha che 1 & continua su [0, 1] e derivabile su (0,1) con ¢'(z) = logz — log (1 — x).

Quindi ¢'(z) = 0 se e solo se x = % e /() > 0 se e solo se x > % Quindi il

punto x = % e di minimo assoluto per ¥ e i punti x = 0,1 sono di massimo locale

per ¢. Essendo 1(0) = ¢(1) = 0 questi punti sono di massimo assoluto per 1. Ne

1

segue che il punto (5, 0) ¢ di minimo assoluto per ¢ su I'y e i punti (0,0) e (1,0)

sono di massimo assoluto per ¢ su I';. Analogamente si ha che il punto (%, %) edi
minimo assoluto per ¢ su I's e i punti (1,0) e (0,1) sono di massimo assoluto per

1

¢ su I'y, il punto (O, 5) ¢ di minimo assoluto per ¢ su I's e i punti (0,0) e (0,1)

sono di massimo assoluto per ¢ su I's. Essendo

1 11 1
90<2,0> —@<2=2> —90<072) = —log2,

90(070) = 90(170) = 90(07 1) =0,

(11)_ low 3
90373— 0g 9,

si ha che i punti (0,0), (1,0) e (0,1) sono di massimo assoluto per ¢ su M, e il
punto (%, %) ¢ di minimo assoluto per ¢ su M,. Resta da stabilire se i punti (%, 0),
(%, %), (0, %) sono di massimo, di minimo oppure né I'uno né l'altro per ¢ su M.
Facciamo uno studio locale di ¢ in un intorno di questi punti. Confrontiamo ¢ in

questi punti con ¢ in punti di M, appartenenti ad un loro intorno. Consideriamo

inizialmente il punto (%,0) e sia I un qualunque intorno di (%,0). Sappiamo
gia che questo punto € di minimo assoluto per ¢ su I'y. Quindi presi i punti

(z,0) e IN M, con 0 <z <1, siha che

¢(z,0) — ¢ (;,0> > 0.
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Presi ora i punti (%,y) €elINMycon0<y< %, si ha che

1 1 1 1 1
) —p(=2,0) =yl = —yllog(=—y) - =log2.
w(Q,y> <p<2, ) yogy+<2 y) og<2 y) 5108

0.8
0.6

0.4

ozm
2 B e S SR B

-0.2q

-0.44

Fig. 19: Particolare dei punti (%, y) in un intorno di (%, 0).

La funzione ¥(y) = ylogy + (% — y) log <% — y) — %logQ ¢ continua su {O, %} e

derivabile su (0, %) con ¥ (y) = logy — log <% — y). Quindi ¥ (y) = 0 se e solo se
y=1ed(y) >0seesolosey > 1 Quindid ¢ strettamente decrescente su {0, ﬂ

In particolare ¥(y) < ¢#(0) = 0 per ogni y € (0, ﬂ, ossia

(3) = (3:0) =vowy (5 ~v) s (5 -v) ~31os2 <0
P 2»@/ ¥ 9’ =ylogy 9 y | log 9 Y 20g .

Poiche ogni intorno I di (%, O) contiene sia punti del tipo (z,0) € M, per qualche
0 <z <1,che (%,y) € M, per qualche 0 < y < %, ne segue che (%,0) non e né un
punto di massimo né un punto di minimo per ¢ su M. In modo del tutto analogo
si dimostra che i punti (%, %) e (O, %) non sono né di massimo né di minimo per ¢
su M. In conclusione, i punti (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) sono di massimo assoluto

111

per f su M e il punto <§, 3 §> ¢ di minimo assoluto per f su M.

La funzione f(z,y,2) = (22 + 222) e ¥ & di classe C* su R®. Osserviamo che la
superficie y = 22+ 22 & un paraboloide rotondo con asse coincidente con il semiasse
positivo delle ordinate. Pertanto 'insieme M = {(ac,y,z) eR3: 22422< y}
e chiuso e illimitato. Essendo illimitato non possiamo applicare il Teorema di
Weierstrass. Essendo f > 0 e f(0,y,0) = 0 per ogni y > 0, si ha che i punti

(0,y,0), per ogni y > 0, sono di minimo assoluto per f su M.
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Osserviamo inoltre che se (z,y,2) € M, cioe 22 + 22 < y, ¢ tale che ||(z,vy,2)|| —

+00, allora necessariamente y — +o00 e 22 + 222 < 2y = o(e¥). Ne segue che

lim flz,y,2) = (2 +22%) e ¥ = 0.

= li
ll(z,y,2) | —+o0 ll(z,y,2) | =+
Quindi per la definizione di limite, per ogni € > 0 esiste R > 0 tale che
(z,y,2) € M
{ f(:L" y’ Z) < 6’
[(z,y,2)| > R
cioe

M
{(m,y,z) © =  f(z,y,2) <e.

a? +y* + 2° > R?
Proviamo che f ammette anche massimo su M. Poiche f non e identicamente
nulla su M, esiste (zg,y0,20) € M tale che f(xg,y0,20) > 0. Poniamo Ry =

(%0, Yo, 20)|| = 23 + y3 + 23. Evidentemente Ry > 0.
Quindi preso € = %f(mo, Yo, 20), esiste R > Ry tale che

(,y,2) €M
=  f(z,y,2) <e.
a? +y* + 2° > R?
Poiche 'insieme M N {(x, y,z) € R3: 224424 22< R2} ¢ compatto, allora per
il Teorema di Weierstrass f ammette massimo su questo insieme. Quindi esiste

(r1,11,21) € M N {(x,y, 2)eRY: 2242 +22< RQ} tale che

z,Y,z M
{( y,2) € = f(x,y,2) < f(x1,91,21)-

a? +y* + 2 < R?
Poiche [|(zo, Yo, 20)[| = Ro < R, si ha che f(zo,y0,20) < f(z1,91,21). Ne segue che

{(:E,y,z) eM

9 9 9 9 = f(x7y7 Z) <e< f($0>y07z0) < f(xlaylazl)‘
Tty +2°>R

Quindi per ogni (z,y,z) € M si ha che f(z,y,2z) < f(x1,y1,21). Ne segue che f

ammette massimo su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(m,y,z) eR®: 2+22< y}

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y, z) € int(M) tali che V f(z,y,2) = 0. Si ha che

g = -y g = — (22 2) oy ‘lf — -y
a$ (1"73/’ Z) = 2ze ’ ay (az,y,z) - (CC +22 )6 ) (92 (xaya Z) =dze 7.
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Quindi
z=0
Vilz,y,z) =0 <=
z=0.
Quindi i punti stazionari interni a M sono i punti (0,y,0) con y > 0. Osserviamo
che anche (0,0, 0) ¢ stazionario per f su M ma non ¢ interno a M. Come osservato
in precedenza, i punti (0,y,0), per ogni y > 0, sono di minimo assoluto per f su

M.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
OM = {(z,y,2) € R?: 2%+ 22 = y}.

Essendo f di classe C*° e M una varieta di dimensione 2 in R3, allora i punti di
estremo su OM vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su M. Procedi-
amo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y, z) = 22 + 22 — v,

consideriamo la funzione
_ (.2 2\ -y 2 2
E(m,y,z,/\)—f(:):,y,z)—)\g(x,y,z)—(:U +22)€ —A([E +2z _y)'

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, A) tali che VL(z,y, z, \) = 0.

Si ha che or
a—(ﬂs, Y, 2, A) = 2ze ¥ — 2 \x
x
B (00,2 0) = —(a? 4 2220 4 )
gﬁ(az, Y, 2, ) = 4ze Y — 2\z
z
oL
a(w,y,z,/\) =— (362 + 22— y).
Quindi

2r(e™¥—A) =0
A= (22 +2z%) e
VL(z,y,2,\) =0 <=

2227V = X)) =0

22422 = Y.
I punti stazionari di £ sono (0,0,0,0), (0,1,41,2e7 1), (£1,1,0,e7!). Quindi i
punti stazionari vincolati di f su 0M sono (0,0,0), (0,1,+1), (£1,1,0). Abbiamo
gia osservato che (0,0,0) ¢ un punto di minimo assoluto per f su M. Inoltre, si

ha che
£(0,1,+1) =271, f(£1,1,0) = e L.
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Quindi (0,1,+1) sono punti di massimo assoluto per f su M.

Resta da stabilire se (+1,1,0) sono di massimo, di minimo oppure né l'uno né
I’altro per f su M. Facciamo uno studio locale di f in un intorno di questi punti.
Confrontiamo f in questi punti con f in punti di M appartenenti ad un loro
intorno. Consideriamo inizialmente il punto (1,1,0) e sia I un qualunque intorno

di (1,1,0). Presii punti (z,1,0) € IN M con 0 < z < 1, si ha che
f@,1,0) = £(1,1,0) = (a2 = 1) e <.
Presi ora i punti (x,1,2) € I N M con 22 + 22 = 1, si ha che

Flz,1,2) — £(1,1,0) = <x2 1922 1) el =221 > 0.

Poiche ogni intorno I di (1,1,0) contiene sia punti del tipo (z,1,0) € M, per
qualche 0 < = < 1, che (z,1,2) € M con 2? + 22 = 1, ne segue che (1,1,0) non &
né un punto di massimo né un punto di minimo per f su M. In modo del tutto
analogo si dimostra che (—1,1,0) non ¢ né un punto di massimo né un punto di

minimo per f su M.
La funzione f(z,y,2) = yﬁ;jj & di classe C* su R®. L’insieme
M = {(m,y,z) eR?: 2?4yt 422< 4}

¢ compatto. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo

su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(:U,y,z) eR?: 22 +42+22< 4} :

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y, z) € int(M) tali che V f(z,y,z) = 0. Si ha che

g(x 2= _2x(y2 — 22) (lf(x 2= 2y g@ )= — 2z
ox »Ys - (1—}—,122)2 ) 8y ' Ys _1+J/‘27 Oz ' Ys - 1+l’2
Quindi

y=0
z=0.

Quindi i punti stazionari interni a M sono i punti (z,0,0) con |z| < 2. Osserviamo

Vi(r,y,2)=0 <= {

che anche (£2,0,0) sono stazionari per f su M ma non sono interni a M. Si ha che
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f(2,0,0) = 0 per ogni |z| < 2. Inoltre, fissato un punto (xg,0,0) con |zg| < 2 si
ha che per ogni intorno I di questo punto esistono punti del tipo (z,y,0) e (z,0, z)

appartenenti a I N M tali che
f(2,0,2) <0 < f(z,y,0).

Quindi i punti (z,0,0) per ogni |z| < 2 non sono né di massimo né di minimo per

fsu M.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
oM = {(:U,y,z) eR3: 22442+ 22 :4}.

Essendo f di classe C*° e OM una varieta di dimensione 2 in R3, allora i punti di
estremo su 0M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su 0M. Procedia-
mo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y, z) = 22 +y%+2%2 4,

consideriamo la funzione

2 2,2

Loy, 2 ) = [(2,9,2) = Mg(@,y,2) = 5 = A (2? + 32 + 22— 4).

1+ 22
Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (x, y, z, A) tali che VL(z,y, z, \) = 0.
Si ha che 5 ) )
92 _
—E(azjy,z, A) = _:v(y7z2) —2\x
ox (14 22?)
oL 2y
dnd A) = — 2\
oL 2z
i - _ _9
gf(:c,y,z,/\) =— (a:Q + 9%+ 22 —4).
Quindi
. y2_22 .
2x U1a2)? + )\} =0

VL(z,y,2,\) =0 <= 23/(@—)\):0
722(ﬁ+A) —0

22 +y? + 22 =4

Si ottengono quindi i punti stazionari (0,0,+2,1), (0,£2,0,—1), (£2,0,0,0) di L.
Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono (0,0, +2), (0,+2,0), (£2,0,0).
Per quanto detto in precedenza, i punti (£2,0,0) non sono né di massimo né di

minimo per f su M. Inoltre si ha che

£(0,0,4£2) = —4,  f(0,£2,0) = 4.
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Quindi i punti (0,+2,0) sono di massimo assoluto per f su M, i punti (0,0, +2)

sono di minimo assoluto per f su M.
La funzione f(z,y,2) = (1+22)e ¥ ¢ di classe C* su R®. L’insieme
M = {(a:,y,z) eR¥: 2244< Se*yzfzz}

e chiuso e limitato. Infatti, si ha che

|z| < V8e ¥ =2 —4 < 2,

(x,y,2) e M =
y? + 22 < —log {%(xQ + 4)} < log 2.

Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo su M.
Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in

. _ 3. 2 —y2—22

int(M) =4 (z,y,2) e R”: 2°+4 < 8e :

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y, z) € int(M) tali che V f(z,y,z) = 0. Si ha che

%(m,y,z) =0, g;(xvyvz) =2y (1+Z2) 6_y2, %(x,y,z) :2Z€_y2.
Quindi

y=0
z=0.

Quindi i punti stazionari interni a M sono i punti (2,0,0) con —2 < z < 2.

Vi(r,y,2)=0 <+ {

Osserviamo che anche (£2,0,0) sono stazionari per f su M ma non sono interni
a M. Per stabilire se questi punti sono di massimo, di minimo oppure né 'uno né
I’altro, determiniamo gli autovalori della matrice Hessiana di f in questi punti. Si
ha che

o°f
Ox?

(2,9, 2) = (1 + z2) (4y2 - 2) eV, @(;p, y,2)=2e Y

o*f
Oy? 922

(':U7 y’ Z) = 07
°f (x,y,2) = °f (z,y,2) =0 O
Oxdy 2= gpar 0 A T Oy0z

Quindi per ogni —2 < x < 2 si ha che

0 0 0
Hy(x,0,00={0 —2 0

(2,y,2) = —dyze V.

0 0 2

e gli autovalori sono 0, —2, 2. Ne segue che i punti (z,0,0) non sono né di massimo

né di minimo per f.
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Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
oM = {(xvyaz) eR¥: 2244= 867?/2%2} .

Essendo f di classe C*° e M una varieta di dimensione 2 in R?’, allora i punti di es-
tremo su 0M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su dM. Procediamo
con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y,2) = 2% +4 — Re ¥’ %",

consideriamo la funzione
'C(l’a% 2 >‘) = f(xa Y, Z) - )‘g(xa y,Z) = (1 + Z2> €7y2 —A <CU2 +4 — 867y2722> .

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, A) tali che VL(x,y, z, \) = 0.

Si ha che or
= — 9
o (3771/72;)\) Az
g[y:(xv Y, z, )‘) = _2y(1 + 22)€_y2 — 16)\y
gi:(‘r7y7 Z, A) - 226_y2 — 16)\2
%(l‘v Y, =z, >‘) = - (CL'Q +4— 86_y2_z2),
Quindi

Ax =0

~2y [(142%)e ™ +8A] =0
VL(z,y,2,\) =0 <— )
22 (e*y - 8/\) =0

2244 =8¢V,

I punti stazionari di £ sono (£2,0,0,0), (0,0,i\/@, %)7 (O,i\/@jo, —%),
Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono (+2,0,0), (0,0,++/ITog2),
(0, £4/10og 2,0). Si ha che

F(£2,0,0)=1, f (0,0,i\/@> —1+log2, f (0, +/log 2, 0) - %

Quindi (0, 0, £+v/log 2) sono punti di massimo assoluto per f su M e (0, £+/log2,0)

sono punti di minimo assoluto per f su M.

Resta da stabilire se i punti (£2,0,0) sono di massimo, di minimo oppure né
I'uno né l'altro, per f su M. Confrontiamo f in tali punti con f in punti di M
appartenenti ad un loro intorno. Consideriamo inizialmente il punto (2,0, 0) e sia
I un qualunque intorno di (2,0,0). Presi i punti (z,y,0) € IN M con y # 0, si ha
che

Flz,,0) — £(2,0,0) =¥ — 1 <0.
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Presi i punti (z,0,z) € I N M, si ha che
f(z,0,2) — f(2,0,0) = 2% > 0.
Poiche ogni intorno I di (2,0,0) contiene sia punti del tipo (z,y,0) € M con y # 0
che (z,0,z) € M, ne segue che (2,0,0) non & né un punto di massimo né un punto
di minimo per f su M. In modo del tutto analogo si dimostra che (—2,0,0) non &
né un punto di massimo né un punto di minimo per f su M.
m) La funzione f(z,y,2) = (1 +22)e =" & di classe C* su R®. L'insieme

M:{(m,y,z)ERB: m2+y4—2y2+z2§0}

& chiuso e limitato. Infatti, si ha che 22 +y* —2y? + 22 =22 + (y> — 1)2 + 22 - 1.
Quindi

2
(my.2)eM = 2+ (2-1) +22<1 = |2 <1, [y <V2 5] <1

Ne segue che ||(z,y,2)|| < 2. Quindi per il Teorema di Weierstrass f ammette

massimo e minimo su M.

0.5+

T T T T T T T T T
-2.0 -1 e itk (o) Ll 1.0 rl.S 2.0

-1.01

Fig. 20: Sezione dell’insieme M con il piano yx.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in

int(M) = {(:c,y,z) eR?: 22 +yt — 2% 4 22 <O}.
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Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y, z) € int(M) tali che V f(z,y,2) = 0. Si ha che

of o2 Of _ of _ 2) 22
am(x,y,z)—zve , ay(w,y,z)—O, 8z(x,y,z)— 22(1+x)e .
Quindi

z=0
Vf(z,y,2) =0 <=

z=0.
Quindi i punti stazionari interni a M sono i punti (0,y,0) con V2 <y < V2,
y # 0. Osserviamo che anche (O, +v/2, O) e (0,0,0) sono stazionari per f su M ma
non sono interni a M. Per stabilire se questi punti sono di massimo, di minimo

oppure né I'uno né l'altro, determiniamo gli autovalori della matrice Hessiana di f

in questi punti. Si ha che

0% f 2 O%f 0% f

W(%%Z) =2re ” ) 87y2($7y72> :Oa @(mang) = (1+x2) (422—2) efz2,
O f O f 2 Of
Oxdy (z,y,2) = 0x0z (z,y,2) = —dwze™, OyOz (2,y,2) = 0.

Quindi per ogni —v/2 <y < v/2, y # 0, si ha che
2 0 0
Hs(0,9,0) =10 0 0
0 0 -2
e gli autovalori sono 2, 0, —2. Ne segue che i punti (0,y,0) con V2 <y < V2,
y # 0, non sono né di massimo né di minimo per f.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in
oM = {(m,y,z) eR?: 22 4yt — 2% + 22 :O}.

Osserviamo che M non ¢ una varietd di dimensione 2 in R®. Infatti, in ogni
intorno di (0,0,0) € OM si ha che OM non ¢ il grafico di una funzione di classe
C' di una delle tre variabili rispetto alle altre due. Pitl precisamente ¢ I'unione dei

grafici delle due funzioni

90172(557y) = Zl:\/]_ — 2 _ (y2 _ 1)2

che sono continue in (0,0) ma non differenziabili. Quindi il punto (0,0,0) va
trattato a parte facendo uno studio locale di f in un intorno di questo punto. Pero

OM \ {(0,0,0)} & una varietd di dimensione 2 in R®. Quindi essendo f di classe
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C*°, allora i punti di estremo su dM \ {(0,0,0)} vanno cercati fra i punti stazionari
vincolati di f su 9M \ {(0,0,0)}. Procediamo con il metodo dei moltiplicatori di

Lagrange. Posto g(z,y,2) = 22 + y* — 2y% + 22, consideriamo la funzione
L(x,y,z,\) = flx,y,2) — N\g(z,y,2) = (1 + 22) eV — )\ (xz + oyt — 2% + z2> )

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, ) tali che VL(z,y, 2z, \) = 0.
Si ha che

g—ﬁ(a@,y, z,\) =2z e — 2
x
oL
?y(xﬁywzv A) = _4)‘y(y2 - 1)
oL

a—(m,y, zZ,\) = —22 (1 + 1‘2) e —2\z
z

oL
a(w,y,z,/\) =— (x2 + oyt — 2% + 22).

Quindi

2x (6_22 — )\) =0
Dy —1)=0
VL(x,y,z,\) =0 <—= vy ) ,
—2z [(1 + 2 e ™ + )\] =0

2?2 +yt — 22+ 22 =0.

I punti stazionari di £ sono <O,i\/§,0,0>, (0,11,11,—%), (£1,%£1,0,1). Quindi
i punti stazionari vincolati di f su M sono (0,:|:\/§, 0), (0,41, +£1), (+1,41,0).
Si ha che

f (0, +1/2, 0) =1,  f(0,£1,41) = é f(£1,£1,0) = 2.

Quindi (+1,+£1,0) sono punti di massimo assoluto per f su M e (0,£1,+1) sono
punti di minimo assoluto per f su M.

Resta da stabilire se i punti (0, +v/2, 0) e (0,0,0) sono di massimo, di minimo
oppure né I'uno né l'altro, per f su M. Confrontiamo f in tali punti con f in punti
di M appartenenti ad un loro intorno. Consideriamo inizialmente il punto (0, 0,0)
e sia I un qualunque intorno di (0,0,0). Presi i punti (0,y,2) € I N M con z # 0,
si ha che

£(0,y,2) — £(0,0,0) = e** —1 < 0.

Presi i punti (z,y,0) € I N M, si ha che

f(ﬂ:,y,O)—f(0,0,0) :$2 > 0.
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Poiche ogni intorno I di (0,0,0) contiene sia punti del tipo (0,y,z) € M con z # 0
che (z,y,0) € M, ne segue che (0,0,0) non & né un punto di massimo né un
punto di minimo per f su M. In modo del tutto analogo si dimostra che i punti

(0, +/2, 0) non sono né di massimo né di minimo per f su M.

_ 222422
y3

dom (f) = {(:r:,y,z) eR?: y;é()}.

La funzione f(x,y,z) = ¢ di classe C* su

L’insieme
M = {(x,y,z) eRY: 2?2 +22<y?— 1} C dom (f)
¢ chiuso e illimitato. Infatti, la superficie 2% + 22 + 1 = 3? & un’iperboloide a due

falde con asse coincidente con I'asse y. Quindi non possiamo applicare il Teorema

di Weierstrass.
Osserviamo che se (z,y, z) € M, cioe 22+ 2% < y?>—1, & tale che ||(z,y, 2)|| — +oo,
allora necessariamente |y| — 400 e

- 222 4 22

222 + 22 2(y? —1)
= <
y3

71—

f (@, y,2)| = |

Ne segue che
2 2 2
lim flz,y,2) = lim _mi—gi—z =0.
l(z,y,2) | —>+00 ll(z,y,2) | —+o0 Y
Quindi per la definizione di limite, per ogni € > 0 esiste R > 0 tale che
(,y,2) € M
{ f(@,y,2) <e,
1(z,y,2)| > R
cioe

= f(z,y,2) <e.

(x,y,2) e M
{x2+y2+22>R2
Proviamo che f ammette massimo e minimo su M. Osserviamo che f e M
presentano una simmetria rispetto al piano zz. Infatti se (z,y,z) € M, al-
lora anche (z,—y,z) € M e f(x,—y,z) = —f(x,y,2). Quindi possiamo limi-
tarci a dimostrare che f ammette massimo su M. Sia (zg,y0,20) € M tale che
f(zo,90,20) > 0. Un punto siffatto esiste (per esempio (x,y,0) con z,y < 0).

Poniamo Ry = ||(0, ¥, 20)|| = 23 + y2 + 23. Evidentemente Ry > 0.

Quindi preso € = %f(xg, Yo, 20), esiste R > Ry tale che

{(ac,y,z) eM

=  f(z,y,2) <e.
22 +y? + 22 > R?
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Poiche I'insieme Mﬂ{(:r, y,z) € R3: 224424 22< RQ} ¢ compatto e non vuoto
(percheé contiene (xo, Yo, 20)), allora per il Teorema di Weierstrass f ammette mas-
simo su questo insieme. Quindi esiste (z1,y1,21) € M con 23 + y3 + 22 < R? tale

che

r,y,z M
{( X )6 - f(x,y’z)§f<1'1,y17zl)'

a? +y* + 2 < R?
In particolare f(zg, 0, 20) < f(z1,y1,21). Ne segue che

{(x,y,z) eM

s 9 , = [J@y,2) <e < f(xo,90,20) < f(@1,91,21).
Ty +2*>R

Quindi per ogni (x,y,z) € M si ha che f(x,y,2z) < f(x1,y1,21). Ne segue che f

ammette massimo su M.

Cerchiamo inizialmente i punti di estremo interni a M, ossia in
int(M) = {(:ﬂ,y,z) eR?: 2?2 +22<y?— 1}.

Essendo f di classe C°°, i punti di estremo in int(M) vanno cercati fra i punti

stazionari, ossia fra i punti (z,y, z) € int(M) tali che Vf(z,y,z) = 0. Si ha che

g(a: Z):_4£ ﬁ(w y Z)Z_M ﬂ(w Z):_Qﬁ
ax 7y7 y3? ay ) ) y4 ) 82: 7y7 y3 M
Quindi

Vf(z,y,2) =0 <= {:(::0

z=0.
Quindi i punti stazionari interni a M sono i punti (0,y,0) con |y| > 1. Osserviamo
che anche (0,+1,0) sono stazionari per f su M ma non sono interni a M. Si ha che
f(0,9,0) = 0 per ogni |y| > 1. Per stabilire se sono punti di massimo, di minimo
oppure né I'uno né 'altro, facciamo uno studio locale di f in un intorno di questi
punti. Consideriamo inizialmente i punti (0,y0,0) con yo > 1. Se (z,y,2z) € M
ed appartiene ad un intorno I sufficentemente piccolo di (0,yp,0), per esempio
IC {(ac,y, 2)eRY: ¢y > O}, allora f(z,y,z) < 0. Quindi i punti (0,yg,0) con
yo > 1 sono di massimo locale per f su M. In modo analogo si dimostra che i

punti (0, yo,0) con yp < —1 sono di minimo locale per f su M.

Cerchiamo ora i punti di estremo sul bordo di M, ossia in

8M:{(:c,y,z)ER3: x2+z2:y2—1}.
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Essendo f di classe C® e OM una varieta di dimensione 2 in R?, allora i punti di
estremo su 0M vanno cercati fra i punti stazionari vincolati di f su M. Procedia-
mo con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Posto g(z,y, z) = 22+ 22 —y? +1,

consideriamo la funzione

2 2 2
Ly =) = fa.y.2) = dalenz) === A (a2 -y 4 1),

Cerchiamo i punti stazionari di £, ossia i punti (z, y, z, A) tali che VL(x,y, z, \) = 0.

Si ha che ar »
D —(z,y,2,\) = —y——2)\x
E;ﬁ (x,y,2,A) = 3(%2:_ ) + 2y
gc(az Yy 2, A) = —32/2 —2\z
gi(x Yy 2, A) = (m2+z2—y2—|—1).
Quindi

—2z (;—3 + )\) =
20y° = 3 (222 + 2?)

VL(x,y,z,\) =0 <—
—2z <y%+A) =0

w2422 =92 -1

I punti stazionari di £ sono:

(0,+1,0,0), (0,\/3,1\/5,\?), (0,\/§,if,‘f>,
(wi,wé,o?f), (if V30, 2:{)

Quindi i punti stazionari vincolati di f su M sono (0,+1,0), (0,:|:\/§,:|:\/§>,
(i\/?, +4/3, O). Per quanto detto in precedenza, i punti (0,1,0) e (0,—1,0) sono

rispettivamente di massimo e di minimo locale per f su M. Inoltre si ha che

F(VEVE0) = VB f(+v, V3 0) = VB,

\f

F(0.V34VE) = —2vE £ (0.-V3+V3)

Quindi i punti (j:\/?,—\/?;, O) sono di massimo assoluto per f su M, i punti
(:l:\/ﬁ, V3, 0) sono di minimo assoluto per f su M.
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Resta da stabilire se i punti (0, +/3, :I:\/§> sono di massimo, di minimo oppure
né 'uno né 'altro, per f su M. Confrontiamo f in tali punti con f in punti di M
appartenenti ad un loro intorno. Consideriamo inizialmente il punto (0, V3, ﬂ)
e sia I un qualunque intorno di (0, V3, ﬂ) Presi i punti (0,y,2) € I N M con

22 =y? — 1, si ha che

f((),yaz)—f(O,\/g,\@) __y2y;1 +g\/§

Posto ¢(y) = _yj;l —1—% 3, si ha che ¢ € derivabile su (0, \/3} con ¢ (y) = _yzzg.

Quindi ¢'(y) < 0 per ogni y € ((), \/ﬂ Ne segue che ¢ e strettamente decrescente
su (0, \/§] e quindi ¢(y) > ©(v/3) = 0 per ogni y € (O, \/g) In altri termini

2 1
y3

FO.,2) — £ (0.V3,v2) ==L 25 4 23>0

Presi i punti (a:, V3, z) € INM con 22 + 22 = 2, si ha che

f(a:, \/§z) —f(o, \/3\/5) = —‘fﬁ <0.

Poiche ogni intorno I di (0, V3, ﬂ) contiene sia punti del tipo (0,y,z) € M con
22 = y% — 1 che (a:, V3, 0) € M con 2% + 22 = 2, ne segue che (0, V3, \/ﬁ) non €
né un punto di massimo né un punto di minimo per f su M. In modo del tutto
analogo si dimostra che i punti (0, V3, —\/5) e (O,—ﬁ,iﬂ) non sono né di

massimo né di minimo per f su M.



