COGNOME ...ooiiiiiiiiiiieie NOME ...cooivviiiiiiiiieec, Matricola ................. Corso Prof. .....cccooooveeiii.

Esame di ANALISTI MATEMATICA III - 3 Maggio 2002

A

1
ESERCIZIO 1. Data la funzione reale di due variabili reali f(z,y) = 2 si chiede di:

(a) determinare il dominio D di f e rappresentarlo graficamente;

Soluzione

D=R\({(e) 0= 0} U{(a0) 1y =0) ).

(b) calcolare il gradiente di f nel generico punto (z,y) € D:

Soluzione 5 5 ) )
Vit = (e Sewn) = (-2 -o5), @eD.

w3y’ xly

(c) stabilire se f ¢ differenziabile nel punto (—1,—1) e calcolare la derivata direzionale a—f(fl, —1) per v = (1, 2).

ov

Soluzione

Poiche f e derivabile parzialmente nel suo dominio D e le derivate parziali

i . S
gz Y= 3y Oy Y= x2y2
sono continue in D, la funzione f & differenziabile in tutto D, in particolare f & differenziabile nel punto (—1,—1) € D.
0
Siccome f(z,y) ¢ differenziabile in (—1,—1) si puo calcolare la derivata direzionale a—f(—l, —1) facendo il prodotto
v

scalare tra il gradiente di f in (—1,—1) e il vettore v = (1,2):

of

5 (-1,-1)=Vf(-1,-1)-v=(-2,-1)- (1,2) = —4.

Alternativamente, utilizzando la definizione:

O (11, -1) = tim

f(=14+t,—-1+2t)— f(-1,-1) im 263 — 5t2 + 4t . 2t2—5t+4
o £—0 t 0 t(t—1)2(2t — 1)

TR0 (E-D(2E-1)

ESERCIZIO 2. Data la funzione reale di due variabili reali f(x,y) = (y* —4)log (x + 4) si chiede di:

(a) determinare il dominio D di f e rappresentarlo graficamente;

Soluzione
D = {(z,y) : x > —4}.

(b) determinare i punti stazionari di f;

Soluzione

Risulta: of ) of
_y -4 af _
agc(ac,y) =571 °© 6y(x,y) = 2ylog (x +4), (z,y) € D.

I punti stazionari di f in D si ottengono risolvendo il sistema

of _y2—4_
P i

of

= =2yl 4) =
5, (72) = 2ylog (v +4) =0

che ammette come soluzione in D i punti (—3,—-2) e (—3,2).



(c) Precisare la natura dei punti stazionari di f.

Soluzione

Per stabilire la natura dei punti stazionari (—3,—2) e (—3,2) calcoliamo la matrice Hessiana della funzione f in tali

punti.
Poiche risulta
P y=— =t Py O
dz2 Y = (x+4)2"  0Oxdy Y x+4 Oyox Yh
0% f
aiyg(x7y):2log(x+4)v (.ﬁ,y)ED,
si ottiene
0 -4 0 4
Hf(3,2)<_4 0 ) € Hf(3,2)<4 0)
Poiche

det H¢(—3,—-2) = —16 < 0, e det H¢(—3,2) =-16 <0

i punti (-3, —2) e (—3,2) sono entrambi punti di sella.

ESERCIZIO 3. Dato l'integrale doppio
I= / (2 + 1) dzdy (1)
D

dove D & la regione del primo quadrante delimitata dalle curve di equazione z = y? e y = 23, si imposti il calcolo dell’integrale

I esplicitando D sia come dominio orizzontalmente convesso sia come dominio verticalmente convesso.

Soluzione
Integrando per orizzontali si ha

D={(z,y) eR*:0<y<1, y* <<y’

1/3

oo st = [ ([ o) an

D={(z,y) eR*:0<2<1, 2°<y<r}

/D(:L’er)dxdy/ol </I;/E(2x+1)dy> dz.

/ (% + y2)e(‘r2+y2)2 dzdy
D

Integrando per verticali si ha

ESERCIZIO 4. Si calcoli

con
D={(z,y) eR*: 2 +y* <4, y< —|af}.

Soluzione
Utilizzando coordinate polari

x = pcosf
y = psinf

la regione D si trasforma nell’insieme
D'={(p,0) eR*:0<p<2, 5r/4<0<Tr/4}.

Poiche il determinante Jacobiano della trasformazione ¢ p, si ottiene

2 7 /4 2
/ (z? + ,7,/2)6(7”2“/2)2 dedy = / pSep4 dpdf = / / pse”4 db | dp = E/ p?’ep4 dp =
D D’ 0 5m/4 2 Jo

7 e’ ’ T, 16
= 3|7 Tse b

ESERCIZIO 5. Si calcoli il volume della regione E dello spazio x,y, z definita dalle seguenti disuguaglianze

{ 2yt 422 <1

0<z<a?+y2



Soluzione
La regione F ¢ I’ intersezione fra il volume interno alla semisfera di equazione z2 4+ y? + 22 = 1 situata nel semispazio
z > 0 e il volume esterno al cono di equazione z = /22 + y2.
Utilizzando coordinate sferiche
T = psin ¢ cos b
y = psin¢sinf
z = pcos ¢,

la regione FE si trasforma nell’insieme
E' ={(p,9,0) eR?®: 0<p<1, w/d<op<7/2, 0<6<2n}.

Poiche il determinate jacobiano della trasformazione & p? sin ¢, risulta

Volume(E) = / dxdydz :/ p*sin ¢ dpdpdf =
E B

/01 </7TZ2 (/O%p%mqbde) d¢> clp:27r/01 (/7;:2,02sin¢d¢> dp =

1 1
™ 2
27r/ [—p2 cos gzﬂ W;i dp = \/§7r/ p’dp = gw.
0 0

Si puo anche calcolare il volume di F utilizzando il Teorema di Guldino.
Il solido FE e infatti ottenuto ruotando attorno all’asse z la seguente regione del piano yz

A={(y,2):*+2° <1, 0<z<y}
Quindi
Vol(E) = 2r / y dydez.
A

Passando a coordinate polari

y = pcosf
z = psiné,

si ha

1 /4
Vol(E) = 27r/ </ p° Cost9d9> dp = gﬂ'.
o \Jo



